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INTRODUCERE 
 

Multiplicatoarele asupra câmpurilor finite 

sunt parte inerentă şi integrantă a dispozitivelor şi 

sistemelor contemporane de prelucrare a 

informaţiei. 

Un câmp finit Galois de ordinul 2m este 

definit de setul de elemente GF(2m)= {0,1,2,...,2m-

1} şi operaţiile aditive şi multiplicative modulo 

polinomul primitiv 



m

i

i

i xpxp
0

)( , unde pi 

GF(2)={0,1}; dimensiunea m ia valori naturale. 

Pentru reprezentarea elementelor extensiei câmpului 

GF(2m) poate fi aleasă una din formele cunoscute: 

vectorială, polinomială, de putere, regulară etc. 

[1,2]. În tabelul 1 sunt prezentate variantele de 

formatare a elementelor câmpului GF(24) cu 

polinomul p(x)= x4+x+1. 

 

Tabelul 1. Formele de reprezentare a elementelor 

câmpului  GF(24) cu p(x)= x4+x+1. 
 

Vector 

x3x2x1x0 

Polinom 

 1,0,
0




i

m

i

i

i axa  

De 

putere 

i 

Regulară 

(număr 

zecimal) 

0000 0 - 0 

0001 1 0 1 

0010 x 1 2 

0100 x2 2 4 

1000 x3 3 8 

0011 x+1 4 3 

0110 x2+ x 5 6 

1100 x3+ x2 6 12 

1011 x3+ x+ 1 7 11 

0101 x2 + 1 8 5 

1010 x3 + x 9 10 

0111 x2+ x+ 1 10 7 

1110 x3+ x2+ x 11 14 

1111 x3+ x2+ x+ 1 12 15 

1101 x3+ x2+ 1 13 13 

1001 x3+ 1 14 9 

0001 1 0 1 

        

 

În câmpul Galois GF(2m) suma a două 

elemente (numere) a şi b este suma modulo 2 

(XOR) bit cu bit (bitwise).  Astfel: 

 

c a+ b= (a0 xor b0, a1 xor b1, …, am-1 xor bm-1)= 

= (c0, c1, …, cm-1). (1) 

 

La înmulţirea a două numere se efectuează 

reducerea modulo p(x). De exemplu, dacă numerele 

a şi b sunt reprezentate în forma vectorială, atunci 

poate fi aplicată metoda clasică (şcolară) de 

înmulţire. Metoda constă în deplasarea repetată a 

unuia din factori, adunarea modulo 2 a 

”deplasărilor” şi reducerea rezultatului modulo 

polinomul primitiv. 

Exemplul 1. Fie GF(24)  cu p(x)= x4+x+1. Din 

condiţia p(x)0 rezultă x4x+1, x5(x+1)x= x2+x, 

x6 x3+x2 etc. Înmulţirea clasică a două numere  

a=15=11112 şi b=9=10012 (reprezentate vectorial)  

este ilustrată în figura 1. Rezultatul obţinut este 

c=14= 11102. 

         

 x6 x5 x4 x3 x2 x1 x0  

   
 

1 1 1 1  

   1 0 0 1  

+ 

   1 0 0 1  

  1 0 0 1   

 1 0 0 1    

1 0 0 1     

 1 1 1 0 1 1 1  

    0 0 1 1  -- (x+1)x4 

    0 1 1 0  -- (x2+x)x5 

    1 1 0 0  -- (x3+x2)x6 

    1 1 1 0    x3+x2+x 

         

Figura 1. Înmulţirea clasică a două numere 

asupra GF(24) cu p(x)=x4+x+1. 

 

Implementarea nemijlocită a schemei clasice 

de înmulţire asupra GF(2m) duce la o structură 

multietajată, cu alterarea etajelor de porţi logice 

SAU EXCLUSV (XOR) şi  porţi logice ŞI (AND). 

Complexitatea multiplicatorului сlasic va fi 

determinată de mărimea: 

 

N= (2m2-m) AND + (2m2-3m+1) XOR. (2) 
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Binaritatea m simbolurilor datelor prelucrate, 

de regulă, este multiplă cu 2 şi ia valori din seria 4, 

8, 16, 32. Pe de altă parte, în dispozitivele 

sistemelor de telecomunicaţii – codare, decodare 

etc., sunt yeci de unităţi de înmulţire asupra 

câmpurilor finite. Deci, reducerea complexităţii 

hard, micşorarea timpului de reţinere a semnalelor 

sunt sarcini actuale şi stridente ale proiectării 

multiplicatoarelor asupra câmpurilor Galois extinse. 

În acest articol este propusă şi analizată o 

metodă sistematică de generare a structurilor 

optimizate de înmulţire a numerelor, reprezentate în 

forma polinomială asupra câmpurilor Galois 

extinse. De asemenea, ca urmare a metodei propuse, 

este prezentat un algoritm simplu de generare a 

structurii optimale pentru multiplicatorul la 

constantă asupra GF(2m). 

1. CALCULUL MATRICEAL AL 

MATRICEI-PRODUS 

1.1.  Matricea-produs 
 

În [3] a fost propusă o metodă de 

sintetizare a multiplicatoarelor, care permite 

generarea unei scheme optimizate de înmulţire 

polinomială asupra câmpurilor Galois GF(2m). 

Să reproducem succint esenţa metodei propuse. 

Fie 





1

0

)(
m

i

i

i xaxA  şi 





1

0

)(
m

i

i

i xbxB  două 

polinoame, elemente ale câmpului GF(2m) cu 

polinomul primitiv p(x) de gradul m, adică deg p(x) 

= m . Produsul a două elemente:  





m

i

i

i xcxpxBxAxC
0

)()()()( mod , (3) 

precum a fost arătat în [3], poate fi scris în forma 

matriceală: 

Z  A= C, (4) 

unde: C= [c0, c1, …, cm-1]
T este matricea(sau 

vector)-coloană a coeficienţilor produsului C(x); A= 

[a0, a1, …, am-1]
T este vector-coloană a coeficienţilor 

polinomului A(x); Z=[ z0 z1 … zm-1] este o matrice 

de dimensiunea mm cu coloanele zi, 1,0  mi . 

Elementele zi,k ale coloanei zi sunt funcţii liniare ale 

coeficienţilor B(x), 1,0  mk . Matricea Z se 

numeşte matrice-produs [3]. 

Relaţia matriceală (4) şi matricea produs Z se 

folosesc în proiectarea şi sintetizarea (generarea) 

structurii multiplicatorului asupra câmpului GF(2m) 

cu polinomul p(x). Să analizăm un exemplu. 

Examplul 2. Fie GF(24) cu polinomul p(x)= 

x4+x+1 şi două elemente arbitrare: 

A(x)=a0+a1x+a2x2+a3x3 şi B(x)=b0+b1x+b2x2+b3x3. 

Produsul: 

 

C(x)= (a0+a1x+a2x2+a3x3) 

(b0+b1x+b2x2+b3x3) mod (x4+x+1), (5) (3) 

 
după reducerea modulo p(x), rezultă în relaţia: 

 

C(x) (a3b3 + a3b0+ a2b1 + a1b2+ a0b3)x3+ 

+( a3b3 + a3b2+a2b3+ a2b0+ a1b1 + a0b2)x2+ 

+(a3b2 +a2b3+a3b1+a2b2+a1b0+ a1b3 + a0b1)x1+ 

+( a3b1+ a2b2 +a1b3 +a0b0) x0= 

= (c3, c2, c1, c0). (6) 

 

Relaţia (6) poate fi prezentată în următoarea 

formă de înmulţire matriceală (matrice la coloană): 

 


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
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
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

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









3
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1
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30123

323012

2132301

1230

c

c

c

c

a

a

a

a

bbbbb
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bbbbbbb

bbbb

. (7) 

 
Matricea-produs  

 


























30123

323012

2132301
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bbbbb

bbbbbb

bbbbbbb

bbbb

Z  (8) 

 
defineşte aşa numita structură  a arborelui binar de 

porţi XOR (BTR), iar relaţia (7) – structura 

multiplicatorului asupra câmpului GF(24) cu p(x)= 

x4+x+1 (figura 2). Multiplicatorul din figura 2 

conţine porţi logice cu două intrări AND, 

reprezentate prin simbolul “ ”, şi porţi 

logice XOR, reprezentate prin simbolul “”. 
Complexitatea multiplicatorului din figura 2 

este de 16 porţi AND şi 15 XOR. În general, 

complexitatea unui dispozitiv de înmulţire 

polinomială modulo un trinom este determinată de 

mărimea: 
 

N= m2 AND+ (m2-1) XOR.  (9) 
 

În blocurile aritmetice asupra câmpurilor 

finite, de regulă, se operează cu date de binaritatea 

m 8. Sintetizarea structurii multiplicatorului prin 

calculul direct al matricei Z  (precum s-a procedat 

în Exemplul 2) pentru valori mari ale lui m devine 

anevoioasă. De aceea, Mastrovito a apropus în [3] o 

metodă de calcul, bazată pe calculul unei matrice, 

numită matrice redusă. Însă, precum se 

menţionează în [4..10], metoda (schema) Mastrovito 
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de calcul a matricei-produs este aplicabilă pentru 

valori moderate ale lui m şi, odată cu creşterea lui 

m, devine complexă şi impracticabilă. 

O altă metodă de calcul al matricei-produs 

este bazată pe transformarea Hankel-Toeplitz 

asupra câmpurilor Galois [11, 12]. Aplicarea 

transformatelor întotdeauna implică calcule 

“multietajate”. Nici cazul analizat nu-i în afara 

acestei reguli. Deci, se impune necesitatea elaborării 

unei metode directe şi coincise de calcul al matricei-

produs (8). În continuare se propune şi se analizează 

o metodă sistematică bazată pe un algoritm recurent 

de calcul matriceal al matricei-produs Z. 

Particularitatea esenţială a metodei propuse constă 

în aceea că se operează cu obiecte matematice 

binecunoscute în teoria automatelor. 
 

1.2.  Calculul matriceal 
 

Fie câmpul Galois GF(2m) cu polinomul 

primitiv 



m

i

i
i xpxp

0

)( . Notăm prin 





m

i

i

i xqxq
0

)(  polinomul dual cu p(x), qi{0,1}. 

De exemplu, dacă p(x)= x4+x+1 atunci q(x)= 

x4+x3+1; dacă p(x)= x5+x2+1 atunci q(x)= x5+x3+1; 

dacă p(x)= x8+x5+x3+x2+1 atunci q(x)= 

x8+x6+x5+x3+1.  

Asupra câmpului GF(2m) definim matricea 

însoţitoare (de tranziţii) a polinomului: 

 

  .

1000

0100

0010

121
























 qqqq

v

mmm

kl











V  

 

De axemplu, dacă q(x)= x4+x3+1 atunci 

matricea corespunzătoare V este: 

 

.

0011

1000

0100

0010



















V  

 

Fie vectorii-coloane a= [a0, a1, …, am-1]
T , b= 

[b0, b1, …, bm-1]
T şi с= [с0, с1, …, сm-1]

T. Pentru 

prezentarea calculelor (în forma literală) introducem 

şi definim operaţia de compoziţie “” a două 

coloane: 



























































 11

11

00

1

1

0

1

1

0

mmmm ba

ba

ba

b

b

b

a

a

a













bac , 

unde 1,0,  mibac iii  . 

Considerăm, în continuare, ecuaţia 

matriceală: 

 

Si(t)=VSi(t-1),  t=1,2, , (10) 

 

şi compoziţia coloanelor: 

 

    ,1,0;  mitt ii bSz   (11) 

 

a0 

b0 

c0 

a1 

b3 

a2 

b2 

a3 

b1 

a0 

b1 

c1 

a1 

a2 

a3 

a0 

b2 

c2 

a1 

b1 

a2 

a3 

a0 

b3 

c3 

a1 

b2 

a2 

b1 

a3 

b0 

b3 

b2 

b3 

b1 

b2 

Figura 2. Multiplicatorul de tip paralel  

(asincron) asupra GF(24) cu p(x)=x4+x+1. 
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unde: 





















1
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0
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b

b


b , b(.)B(x);  

























)(

1

)(

1

)(

0

t

m

t

t

i

s

s

s

t


S  este 

matrice-coloană, componentele căreia sunt definite 

în modul următor: 

 

 ,1,0;)1(
1

0

)(  




 mksvs t

l

m

l

kl

t

k  (12) 

şi, pentru i=0: 


 


;contrar cazin ,0

, daca,1
)(

tk
s t

k
 

.1,0  mk  

 

Atunci, elementele zti ale matricei-produs Z 

pot fi calculate în modul următor: 

 

 tz i

T

ti z1   

ori 

  1,0,;, )(

,

1

0

)(

, 




mtitzzz i

t

ki

m

k

t

kiti z , (13) 

unde 1 este vector-coloană de unităţi, adică  1= [1, 

1, ..., 1]T  or  1T=<1 1  1>. 

Suma şi înmulţirea în (12) şi (13) sunt 

respectiv operaţiile booleene XOR şi AND.  

Pentru exemplul 2, cu bT=<b0, b1, b2, b3>, 

avem următorii paşi: 

 t= 0, pentru 1,0  mi :   ,
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şi 
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  2202 0 bz T  z1 ,   1303 0 bz T  z1 . 

 

 Următorul pas, t=1, pentru 1,0  mi  

calculăm: 
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


















b

b

bSz   

    ,
0

0

11

3

2

22





















b

b
bSz   
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    ,

0

0

11
2

1

33




















b

b
bSz   

  1

1

010

0

0

0

11111 b
b

z T 



















 z1 , 

 11 1 0 31Tz b b   1 z , 

  32212 1 bbz T  z1 , 

  21313 1 bbz T  z1 . 

 Mai departe, t=2 şi pentru 1,0  mi , avem: 

  ,

0

1

0

0

20



















S   

 

    ,

0

0

1

0

0

1

0

0

0011

1000

0100

0010

22 01



























































 STS  

 

  ,

1

0

0

1

22



















S    ,

1

1

0

0

23



















S  

    ,

0

0

0

0

1

0

0

22
2

3

2

1

0

00




























































b

b

b

b

b

bSz    

 

    ,

0

0

0

22
1

11




















b

bSz    

    ,
0

0
22

3

0

22





















b

b

bSz   

    ,
0

0

22

3

2

33





















b

b
bSz   

  2

2

020

0

0

0

11112 b
b

z T 



















 z1 ,  

  1121 2 bz T  z1 , 

  30222 2 bbz T  z1 , 

  32323 2 bbz T  z1  ; 

 

 t=3, pentru 1,0  mi :   ,

1

0

0

0

30



















S  

    ,

0

1

0

0

1

0

0

0

0011

1000

0100

0010

33 01



























































 STS  

  ,

0

0

1

0

32



















S    ,

1

0

0

1

33



















S  

    ,
0

0

0

1

0

0

0

33

33

2

1

0

00





























































bb

b

b

b

bSz    

    ,

0

0

0

33
2

11




















b

bSz      ,

0

0

0

33
1

22




















b

bSz   

    ,
0

0
33

3

0

33





















b

b

bSz   

  3

3

030
0

0

0

11113 b

b

z T 



















 z1 ,  
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  2131 3 bz T  z1 ,  

 

  1232 3 bz T  z1 ,   30333 3 bbz T  z1 . 

 

Deci, matricea-produs Z asupra GF(24) cu 

p(x)= x4+x+1 este: 
 


























30123

323012

2132301

1230

bbbbb

bbbbbb

bbbbbbb

bbbb

Z , 

 

exact aceiaşi ca şi (8). 

Metoda elaborată este lesne de implementat. 

Respectivul program a fost realizat. Pentru cazul, 

important pentru practică, şi anume, multiplicatorul 

asupra GF(28) cu p(x)= x8+x5+x3+x2+1 şi q(x)= 

x8+x6+x5+x3+1, a fost generată matricea-produs, 

prezentată în figura 3. Multiplicatorul corespunzător 

este de complexitatea 64 porţi (cu 2 intrări) AND şi 

44 porţi 2-XOR (fără optimizare!). 

Astfel, metoda recurentă propusă, bazată pe 

calculul matriceal (10),…, (13), generează matricea-

produs Z pentru ecuaţia (4). Tot odată, ecuaţia (4) 

este “sarcina pentru proiectare” a structurii optimale 

a multiplicatorului asupra câmpului Galois GF(2m) 

cu polinomul generator 



m

i

i
i xpxp

0

)( , pi{0,1}. 

Însă din punct de vedere practic, mai frecventă este 

necesitatea proiectării multiplicatorului la constantă, 

adică a dispozitivului de înmulţire la constantă 
asupra GF(2m). 

2. MULTIPLICATORUL LA 

CONSTANTĂ 

Generarea structurii multiplicatorului la 

constantă este un caz particular al metodei descrise 

anterior. În (7) înmulţirea la constanta  B=(b0, b1, 

…, bm-1), unde coeficienţii b() au valori fixe, pur şi 

simplu va însemna substituţia acestor valori în 

matricea-produs Z. Pentru exemplul 2, dacă 

constanta este B=(0,1,0,1), atunci matricea Z devine 

o matrice binară (constantă): 

 




























30123

323012

2132301

1230

bbbbb

bbbbbb

bbbbbbb

bbbb

Z  

 














































1101

1110

1111

1010

10101

101010

0110101

1010

 

 

şi înmulţirea factorului A=(a0, a1, a2, a3) la  

constanta B este descrisă de: 

 































































3

2

1

0

3

2

1

0

1101

1110

1111

1010

a

a

a

a

c

c

c

c

C  

 





























320

321

3210

31

aaa

aaa

aaaa

aa

. (14) 

 

In figura 4 este prezentată bloc-diagrama 

multiplicatorului la constantă, proiectată în 

conformitate cu relaţia (14). Numai porţi logice cu 2 

intrări XOR sunt utilizate pentru implementarea 

proiectului. Precum poate fi observat, numărul de 

porţi 2XOR este egal cu 8 (de comparat cu 

multiplicatorul din figura 2).  

Structura multiplicatorului la constantă poate 

fi definită printr-o, aşa numita, (0,1)-matrice de 

forma: 



















































65407651762734567

5436540765176273456

432543654076517627345

732143254365407651762734

542165327643754650761723

65317642753647560712

76273456701

76517627345670

bbbbbbbbbbbbbbbbb

bbbbbbbbbbbbbbbbbbb

bbbbbbbbbbbbbbbbbbbbb

bbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbb

bbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbb

bbbbbbbbbbbbbbbbbbbb

bbbbbbbbbbb

bbbbbbbbbbbbbb

Z

 
Figura 3. Matricea-produs asupra GF(28) cu p(x)= x8+x5+x3+x2+1. 



                                 Generarea multiplicatoarelor asupra câmpurilor Galois 20 
 

 = [ij], unde ij{0,1}; 1,0,  mji . (15) 

 

În (15) elementele ij sunt egale cu 1 dacă 

există conexiune dintre intrarea ai şi ieşirea cj în 

structura multiplicatorului la constantă. Pentru bloc-

diagrama prezentată în figura 4 matricea  este: 

 

  
3210 cccc  

10Δ  

3

2

1

0

a

a

a

a

 



















1111

1110

0101

1010

. 

Structurile multiplicatorului la constantă şi a 

matricei  sunt izomorfe.  

Poate oare fi generată matricea  implicit? 

Analiza problemei puse a arătat că matricea  poate 

fi generată fără aplicarea calculului matriceal 

prezentat în compartimentul precedent. Ca rezultat 

avem următorul algoritm: 

 

 

 

Algoritm: Generarea matricei  asupra 

câmpului Galois GF(2m) cu 





m

i

i
i xpxp

0

)( , pi{0,1}  

Intrare:  Constanta D(x)= (d0, d1,..., dm-1) 

  di {0,1}; 

  Polinomul p(x)= ( p0, p1,..., pm) 

Ieşire:  Matricea =[ij]mm 

Auxiliar: Repositoriu R= (r0, r1,..., rm),  

ri{0,1}; 

Pas 1: R  (d0, d1,..., dm-1, 0) 

Pas 2: for i = 0 to m-1 do 

Pas 3:    for  j = 0 to m-1 do  

Pas 4:     ij  0  {iniţializarea matricei } 

Pas 5: for  i = 0 to m-1 do 

Pas 6:    for  j = 0 to m-1 do  

Pas 7:   ij  ij   rj   {bitwise XORing} 

Pas 8:        ShiftLeft( R)       {Multiply R by 2} 

Pas 9:        if rm = 1  then R  R   p(x) 

Exemplul 3. În figura 5 sunt prezentate 

matricele  generate de algoritm pentru 

multiplicatoarele la constantă asupra GF(23) cu 

p(x)= x3+x+1. Precum poate fi observat, 

multiplicatoarele la 3 şi 6 sunt celea mai complexe 

– numărul de porţi 2XOR este egal cu 4. Pe de altă 

parte, complexitatea multiplicatorului universal este 

egală cu 9 porţi AND şi 8 porţi XOR !  
Complexitatea medie a multiplicatoarelor la 

constantă asupra GF(23) este egală cu 2,5. În tabelul 

2 sunt prezentate caracteristicile multiplicatoarelor 

universale şi la constantă asupra GF(2m) cu trinom. 

Din tabelul 2 rezultă un câştig considerabil al 

cheltuielilor hard.  

 

 

 



















100

010

001

1Δ , 



















011

100

010

2Δ , 



















111

110

011

3Δ , 



















110

011

100

4Δ ,  

 0 1 4 2 -- numărul de porţi 2-XOR 

 



















010

001

101

5Δ , 



















101

111

110

6Δ , 



















001

101

111

7Δ  

Numărul de porţi 2-XOR: 1 4 3 

Figura 5. Matricele  şi complexitatea  hard a multiplicatoarelor la constantă modulo x3+x+1. 

Figura 4. Bloc-diagrama multiplicatorului la  

constanta 10 asupra GF(24) cu p(x)=x4+x+1. 

 10  
In Out 

a2 

a1 

a0 

a3 

c2 

c1 

c0 

c3 
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CONCLUZII 

În acest articol este propusă şi analizată o 

metodă recurentă de generare a matricei-produs a 

multiplicatorului asupra câmpului Galois GF(2m) cu 

polinomul primitiv p(x). Metoda este bazată pe un 

calcul matriceal, cu implicarea matricei însoţitoare a 

polinomului dual cu p(x). În rezultatul calculului se 

obţine matricea-produs, elementele căreia sunt 

funcţii liniare ale coeficienţilor unuia din factori. 

Multiplicatorul, corespunzător matricei, conţine un 

număr optimal de porţi logice AND şi XOR. 

Un caz particular, dar important pentru 

practică, sunt multiplicatoarele la constantă. În 

lucrare este propus şi analizat un algoritm simplu de 

generare a structurilor multiplicatoarelor la 

constantă. Multiplicatoarele generate au o structură 

optimală şi conţin numai porţi logice XOR. 

Complexitatea hard a multiplicatoarelor la constantă 

este în medie de 4..5 ori mai mică decât a 

multiplicatorului general. 

Metoda matriceală de calcul a matricei-

produs este o generalizare teoretică a schemei 

Mastrovito de sintetizare a structurii 

multiplicatorului şi poate fi foarte utilă în 

proiectarea asistată de calculator a dispozitivelor 

aritmeticii câmpurilor finite. 
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Tabelul 2.  Analiza comparativă a multiplicatoarelor asupra GF(2m) cu trinom. 
 

 

Multiplicatoare la constantă Multiplcatoare universale 

Polinom 

primitiv, 

p(x) 

Complexi-

tatea medie, 

Nr. porţi 

2-XOR 

Cel mai complex 

multiplicator la 

constant (MCM), 

constantele 

Complexita-

tea MCM, 

Nr. porţi 

2-XOR 

Complexitatea 

Porţi 2-AND Porţi 2-XOR 

1 x3+x+1 2.5 3, 6 4 9 8 

2 x4+x+1 4.8 7 9 16 15 

3 x5+x2+1 8.2 14, 28 14 25 24 

4 x6+x+1 12.5 23, 46 23 36 35 

5 x7+x+1 17.8 47 33 49 48 

6 x9+x4+1 31.6 248, 496 52 81 80 

7 x10+x3+1 40.1 127 69 100 99 

8 x11+x2+1 49.5 830, 1660 86 121 120 

9 x15+x+1 95.5 10943, 21886 170 225 224 
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