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INTRODUCTION

Les équations qui décrivent I'écoulement
dans la couche limite laminaires sont les équations
Prandtl. La méthode Karman-Pohlhausen résout les
équations Prandtl, mais peut étre utilisée seulement
pour les parois lisses.

Cet article présente une nouvelle méthode
pour I'étude de I'écoulement dans la couche limite
laminaire au cas d'une paroi poreuse, en utilisant
une loi de distribution des vitesses, représentée par
un polynéme qui dépend de la vitesse a travers la
paroi.

1. LES EQUATIONS POUR L'ETUDE
DE LA COUCHE LIMITE
LAMINAIRE PLAN AU CAS D'UNE
PAROI POREUSE

Soit I'écoulement stationnaire et plan d'un
fluide incompressible au long d'une paroi poreuse;
soit un point de la paroi ou I'écoulement n'est pas
décollé; soit un systéme d'axes de coordonnées,
I'axe Ox au long de la paroi, I'axe Oy normale a la
paroi (figure 1). Les composantes de la vitesse sont
u et v. Dans I'écoulement libre, on peut appliquer
les équations des fluides non visqueux (éguation
Euler):

Figure 1. Axes de coordonnées
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Dans la couche limite, les équations Prandtl
sont:
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dans le domaine D {0< x< X,0< y <3}
Ulx=0=U1(y) ®)
u=0, v=vg ; y=0 (6)
u=U(x) L y=25 (7

ou les conditions sur la frontiere sont:

U(x) - la vitesse a l'extérieur de la couche limite

Uz - la vitesse dans la section initiale

v - coefficient de viscosité cinematique

b - I'épaisseur de la couche limite

Vo - la vitesse a travers la paroi

(Vo <0 pour aspiration, vo>0 pour injection)

L'étude de la couche limite peut étre faite en
utilisant les équations sous forme intégrale:
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T0 = u[@j contrainte tangentielle a la paroi
y=0

L'équation de l'impulsion dans la couche
limite laminaire d'une paroi perméable [2], [7]:

slud—U+i(U252)—VOU=T—° )
dx dx p

81

(1 - L] dy épaisseur de déplacement
U(X)

3y = u (1—%)@ épaisseur de guantité de

U(X) o8}

mouvement

Equation de I'énergie dans la couche limite
laminaire d'une paroi perméable [2], [7]:

2
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L'étude de la couche limite avec les

équations Prandtl peut étre fait jusqu'au point de
décollement. Lors du décollement le rotationnel de
la vitesse pénetre a partir de la couche limite a
I'intérieur du fluide, et ses équations ne peuvent plus
décrire I'écoulement. Les conditions d'existence de
la couche limite sont:

u>0 pour y>0 et lim @>0 (11)
y—0 Oy

R. Schlichting [7] a étudié les équations
Prandtl au voisinage de la paroi poreuse sur une
ligne de courrant y=0 :

2
v [a_;] _1 ? +Vp [g—”] (12)
%" Jy=0 P OX Y )y=0

Dans la région de la paroi ou la pression

augmente (j—i>0j I'absorption (vo<0) modifie
l'allure du profil des vitesses a la paroi, ce que
montre le déplacement du point de décollement vers
l'aval.

En tenant compte de cette observation on
peut identifier un important sujet de recherche: le
control de la couche limite par absorption. Le débit
qui travers la paroi est tres petite, seulement les
particules qui se trouvent prés de la paroi sont
absorbées.

La perturbation se manifeste strictement
dans la couche limite, hors le fluide est parfait [2],
[4], [7]. La distribution des pressions sur la frontiere
est la méme pour la paroi perméable que pour la
paroi lisse.

Les équations de la couche limite plane
pour les parois poreuses ne sont pas faciles a
résoudre par ce qu'ils ne sont pas liniers. 1l y
beaucoup de méthodes de résoudre ces équations.
Pour quelques cas spéciaux, plaque semi-infinie
poreuse avec injection ou absorption uniforme [1],
[2], [4], [7] il y a des méthodes exactes. Pour des
cas plus généraux il y a des méthodes
approximatives: Tse-Fou-Zien [8], [9], Lisnicof [3],
Cebeci-Smith [1].

Les dernieres années se remarquent par des
méthodes numériques qui sont de plus en plus
précises. Les méthodes approximatives sont encore
utilisées fréquemment grace a de leur simplicité.

2. UNE METHODE DE RESOLUTION
DES EQUATIONS DE LA COUCHE
LIMITE POUR LES PAROIS
PERMEABLES

La méthode approximative présentée dans
cet article est une extension de la méthode classique
Karman - Pohlhausen apres les modifications de T.
Bohlen et H. Holstein. On essaie d'étudier avec une
cette nouvelle méthode le cas de la paroi poreuse
pour une vitesse absorption / injection qui n'est pas
uniforme, I'écoulement ayant un gradient de
pression. [5].

Pour que I'extension soit possible, on a fait
des hypothéses: le débit a travers la paroi est
négligeable, la vitesse vo(X) est petite par rapport a
la vitesse du courant libre U(x), I'écoulement
extérieur n'est pas modifié par la vitesse, I'impulsion
transversale est négligeable, la contrainte & la paroi
ne dépend pas de la perméabilité.
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Soit un fluide incompressible. L'équation de
I'impulsion dans la couche limite laminaire d'une
paroi perméable (9) peut étre écrite sous la forme:

do(x)U d—U[2+M]+U2(x)dﬁ—
dx do(x) dx (13)

o (x)U(x)="0)

On décrit le profil des vitesses ulx) dans
U(x)

la couche limite par un polyndbme de quatriéme
degré:

W) gy
TR IO T A

+ay(x)m? +ag(x)m> +ag(x)m?

ou

_y.
n_g ; pour 0<n<l1.
Sin>1,u=U.

Pour calculer les coefficients a;, i=I...4 on
vérifie les conditions sur la frontiere:
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Apres la résolution du systeme (a,b,c,d,e)
on obtient:

(
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4 = 3(4M =)
127 64 M (16)
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Pour une paroi perméable, la distribution
des vitesses dans la couche limite M=¢(n)
U(x)
devient:
3 4
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On calcule les valeurs modifiées des
parameétres
s —
H1=_1= 9-8M A (18)
& 5(6+M) 20(6+M)
5, 1
Hp ==2=[o(1-¢)dn;
0
1 A 13M+21
Hy=——+ | —+——-—+— |-
6+M\ 20 5
2
o1 2[@+Mzﬁ+x_]
(6+M)>2| 35 35 252 19)
B 1 143M N AM53 +717L
(6+M )2 5 420 210
H )
Hp=t=2t (20)
2 9

)
L'équation (13) multiplié par U—Z
v
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En remplacant les notations (18) et (19) dans
I'expression (21) on obtient:

2 2
6 S
_2d_U 2+i +£i _2 = @4_@ H2
2 dx| v Y Uv

v dx H2
(22)
On note:
2
6
z=-2 (23)
Vv
et on obtient:
du U dz 12+ A
Z—(2+Hp)+——= +M [H
dx( 12) 2 dx (6+M ] 2
(24)

La méthode Karman — Pohlhausen pour les
parois imperméables résout I'équation:

-+99£=(12+xjH2 (25)
6

Pour diverses valeurs du parametre, en
fonction du cas analysé on résout I'équation (25) et
on peut calculer les parametres qui décrivent la
couche limite.

La méthode classique semble difficile
dappliquer pour résoudre I'équation (24). On
remarque que cette équation dépend dun seul
paramétre par ce que les paramétres A et M sont
liés par la relation:

2

x:-MZV%%, (26)
Vo

Cette remarque permet de résoudre

I'équation (24) pour une vitesse libre U(x) et une
vitesse d'absorption  vo(x) avec des méthodes
numérigues classiques.

3. CONCLUSIONS

1. Pour vo(x) =0 la relation (24) pour les
parois poreuses devient la relation (25) et les
parametres ¢(A),Hq(A),Ho(A) sont les méme

que pour les parois imperméables [6].

2. Pour la couche limite sans gradient de

pression v =0, on obtient:
dx

3. .4
6(2n-2n"+n")
= +
é(n) 51 M
M(12n° —8n° +3n*)
6+ M

(27)

C'est le polyndme proposé par Tse-Fou
Zien pour la plaque plane perméable [ZIE1, ZIE2].

3. L'équation obtenue (24) dépend d'un seul
paramétre et peut étre résolue par des méthodes
classiques.

4. La méthode pour les parois poreuses est
aussi simple que celle classique.
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