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RELATIA INTRE STRUCTURA SI PROPRIETATI: PROCESE
REVERSIBILE
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Universitatea Tehnica a Moldovei

INTRODUCERE

In baza sistemului complect de ecuatii ale
modelului structural se analizeazd comportarea
conglomeratului cristalin polifazic.Toate materialele
utilizate in tehnicd sunt la scara microscopica
neomogene. Datoritd neomogenitatii structurii
materialului, pentru orice stéri de solicitare la scara
macroscopica a acestuia, tensiunile si deformatiile
se repartizeaza neuniform. Pentru detalierea acestor
aspecte se recomanda consultarea lucrarilor [1] - [7]
n care au fost formulate principiile de trecere de la
starea termomecanicd la scard microscopica la
starea termomecanici la scari macroscopici. In
legatura directd cu astfel de studii, lucrarea de fata
evidentiazd modul de construire a ecuatiilor
constitutive la scard macroscopicd in baza relatiilor
fizice la scard microscopicd. Mentiondm ca in
modelul structural elaborat in [1] - [5] elementul de
volum macroscopic AV, se considera compus

dintr-un numir infinit de subelemente, care sunt
legate cinematic intre ele si posedd proprietati
termomecanice diferite.

Legile de miscarea si ecuatiile geometrice
ale Mecanicii solidului deformabil nu contin referiri
la structura reald a materialuluui §i ca urmare nu
depind de modelul microscopic. De aceasta
generalizare nu se bucurd ecautiile constitutive;
volumul elementar in care pot fi reflectate
proprietatile medii ale materialului are dimensiuni
finite $i ca urmare nu poate fi schematizat sub
forma de punct lipsit de structura si dimensiuni.
Notiunea cheie in micromecanici o constituie
volumul elementar AV, care contine un numar

suficient de elemente de structura pentru a
caracteriza proprietitile medii ale materialului
compozit.

Numeroasele  cercetari  teoretice  si
experimentale efectuate Tn ultimii 30 de ani
demonstreaza cu certitudine cid evolutia proceselor
de deformatie si fisurare la scard macroscopica este
conditionatd de tabloul actual al starilor de tensiune
n elementele de structurd, care in fond reflectd
memoria materialului compozit. Dacad se admite ca
reactia unui element de structurd depinde numai de
starea locald de tensiune, reactia conglomeratului

este determinata de multimea starilor de tensiune la
scara microscopica si nu de cea medie. Astfel in
ecuatiile constitutive la scard macroscopica intervin
factori care determind influienta istoriei actiunii
exterioare asupra comportarii conglomeratului.

1. ECUATIILE GENERALE ALE
MODELULUI STRUCTURAL

Tn modelul structural tensiunile ﬂj si

deformatiile dj la scard microscopicd permit o

descriere mai ampla a comportdrii materialului
deoarece ele caracterizeaza variabilitatea starilor
termomecanice la distante cu mult mai mici decat
dimensiunile elementelor de structura. in fig.1 este
prezentata in mod schematic starile de tensiune si
deformatie la scard macroscopicd si scard
microscopicd. ,,Punctul microscopic” contine un
numar suficient de mare de atomi intrucat conceptia
mediului continuu ramine valabild si la scard

microscopica.
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Figura 1.1.

micropunct al regiunii A4V, satisfac ecuatiile de

echilibru ale mediului continuu i geometric ale lui
Cauchy; daca la suprafata conglomeratului starile de
tensiune si deformatie se considera omogene |,
atunci se obtin relatiile [8]

tij=<i}j>=A—A\j/ tdv, d,J_<d> (1.1)
<Ejaij> = <ﬁlm><anm> =tpgdpg-  (1.2)
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Din (1.1), (1.2) rezulta ca mediile pe volum
ale tensiunilor, deformatiilor si produsului lor scalar
depind univoc de datele de pe suprafata AS;. Insa

nu toate marimile termomecanice se bucurd de
aceastd  proprietate, o serie de  marimi
termomecanice depind nu numai de datele de pe
suprafata conglomeratului, ci si de structura lui.
Daca tensorul tensiune/deformatie se descompune
in tensor sferic &8, £,j; si deviator &jj,&j,
atunci

(i) # (Grm )(Emm ) (Gogo) = (G0 )(Eo) (1.3)
Diferenta de tipul
a=(Gyey)-(Gu &) 04

numitd discordantd dintre mésura macroscopica §i
analogul microscopic potrivit al acesteia este
purtdtoare de informatii despre un sir de elemente
de structurd a materialului compozit. Modalitatea de
descifrare a acestei informatii, stabilitd in [2,4]
apeleaza la enuntul proprietatii pentru discordanta
A. Conform principiului enuntat [2,4]: “in toate
interactiunile reale discordantele ating valori
extreme”:

A= Extr (1.5)

Mentiondam ca  principiile  extremului
discordantelor marimilor microscopice medii si
respectiv ale analogilor lor macroscopici potriviti nu
rezultd din principiile termodinamicii sau ale
mecanicii clasice. Ele au un caracter informational
si se numesc principii informationale. In etapa
actuald, este recunoscut faptul cid interactiunea
informationald este prezentd in lumea materiald
alaturi de celelalte forme de interactiuni. Sub o
forma cantitativd (1.5), principiile informationale
largesc sistemul de ecuatii care stabileste relatii

intre stirile la scard miscroscopicd si starea
macroscopica.

Pe lingd tensiuni/deformatii la  scard
microscopicd §i  macroscopicd, in modelul

structural, se mai utilizeaza tensiuni/deformatii la
nivel de element de structura, definite prin relatiile

oL

~ — 1 ~
tj=—= [ adv, dij=A—\7Ldijdv (1.6)

v av

Utilitatea introducerii notiunilor de tensori
tensiune si deformatie la nivel de element de
structura rezultd din postulatul [3]: ,,fluctuatiile
tensiunilor  tj—t; sunt functii univoce de

2

fluctuatiile deformatiilor d ij —djj 7, In aproximatie

liniard avem:

t_ij —tjj= Kijnm(anmn _dnm)+

_ _ 2.7
+ <Aijnm(dnm - dnm)>

unde tensorul Ay, reflectdi neomogenitatea

cdmpului tensorului tensiune/deformatie la nivel de
elemente de structura.

Daca in conglomerat sunt prezente mai multe
faze, atunci in sistemul ordonat de notatii vom
utiliza si indicele ,,f”. Astfel tensiunile, deformatiile,

tensorul Kijnm, ponderea fazelor v si alte marimi

care se referd la faza ,f”

Tf sf —f  ~f 7 ;
tij .tij .0y & W . In continuare legea de

compozitie a interactiunilor (1.7) se va scrie sub
forma:

se noteazd prin

filr —tij = Aijfnm(a”fm _d”m)_AAijnmdnm- (1.8)

Tn tensorul AAjjnm se precizeaza din relatia

N
f —
Ajirmdnm = 2, Ajjnm (<dnfm >Q —dnm )'//f ,(1.9)
f=1

unde prin (),

de orientare 2 in cadrul fazei considerate; pentru

f
ijnm

este notatd medierea dupa factorul

fiecare fazd componentele tensorului A n

sistemul cristalografic de coordonate, se considera
constante.

Daca tensorii tensiune si deformatie la nivel
de particula materiald se prezinta sub forma:

= f = f =
tij =t +Atij + 4t ;

1.10
Afijf =t_ijf Lij ; Arijf =t~ijf —fijf ; 0
ol~ijf =d;; +AcTiJf +Adijf :
_ _ _ _ . (11
Adf =d;f —dyj;ad =df -d;/;

atunci, expresiile (1.2), (1.4) si (1.5) se scriu astfel:
N
3 (<<A5ijf 4z, > + 3<A50f Az, > > +
f=1 v Nl (112
+<AEU-f Az >_Q +<34‘50f 48y >Q)Wf =0

5 5f 45 f _f o f
le (<<A°-ii Agij >A\7+A0ij Agj; > v = Extr (1.13)
) Q

unde prin (-) . este notata medierea in cadrul

elementului de structura considerat.
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Tn aproximatie statistica, care probabil este
suficienta pentru descrierea comportarii materialelor
policristaline, nu se tine seama de particularitatile
repartizarii tensiunilor/deformatiilor in interiorul
elementelor de structura. Expresiile (1.12), (1.13) se
scriu sub forma de o singura relatie

N
3 <A5iijEijf +3A60fA.§0f> we =Extr. (1.14)
f=1 g
Daci relatiile intre tensiuni si deformatii la
nivel de elemente de structura sunt cunoscute,

atunci expresia (1.1), care se scrie astfel

N

oij = fz=:1<6ijf >gy/f , 00 = §1<50f >!//f o (115)
N —f N —f
gjj = fz=:1<£ij >0y/f , &)= fz=:1<80 >Wf , (1.16)

si (1.8), (1.9), (1.14) formeaza un sistem complet de
ecuatii in baza cdruia se pot construi ecuatiile
constitutive la scara macroscopicd fiind date
ecuatiile constitutive la scard microscopica.

2. RELATIILE PENTRU TENSIUNILE
LOCALE IN DOMENIUL REVERSIBIL

In cele ce urmeazi ne vom limita la analiza
sistemului (1.89, (1.9), (1.14)-(1.16) pentru procese
in care fiecare element de structurd este solicitat in
domeniul liniar elastic, adica
- f f If
i = Cijnmdnm (2.1)

Relatia (2.1) este scrisa in sistemul local
(cristalografic) de coordonate; astfel incat

componentele  Cf -

pentru fiecare faza sunt
marimi constante. Substituind (2.1) in (1.8), pentru
materiale izotrope la scard macroscopica (tensorii

f
Aijnm

se considera izotropi), in ipoteza ca simetria
materiald ale elementelor de structurd nu este mai
joasa decat cea ortotropd vom obtine urmatoarele
relatii de calcul pentru componentele locale ale
deviatorului tensorului deformatie si tensorului
sferic.

f fF)af L F-f  f_f
(b11+A )311+b12322+b1330 =

=G +A" +4n)ea,8

f_f f f)-f fof
b12‘911+(b22+A )322+b2330 =

=(eG+AT +an)e;30a;, .

fF_f o f_f f £ f
by3&11 + 385 +(b33 +A )30 =

] (2.2)
=(K+AO +AA0)80, 5,1 =COS()_(i,Xj)
1 2G+Af+AAg -
12 =7 €ijdi12j2,
Af+2b6f6 ! !
f
f 2G+A' +4A _ _
€13 =ﬁgijai1aj3, (23)
A’ +2bgg
¢ 2G+AT+aA
f23= ¢ ¢ fijdi2dj3,

f f
A +2b44
unde

f f f f f f
3by; =2C;; +C33+Cy3—Cy», —3Cy5,

f f f f f
30y, =C33-Cypy+2C, -2C,35,

f f f f f f f
303 =2C;; -=Cyy —Cyg3+Cy, +C53—-2C,3,

f f f f f
30y, =C33-Cqy +2C;, —2C,5,
f f f f f f
30y, =2C,, +C33-3C,3-Cy, +Cy3,
f f f f f f f
8b,y3 =2C,, —=Cy; —Cg3+Cy, +Cy3 —2C5,
f f f f f
3bjy =Cy; =C33+Cy, —Cyp,
f f f f f
303, =C,; +Cyy, —C5, —Cys,
3l =cl+cl+cf +2(cf +C/ +cf) (2.4)
33 =L +0 +033 121063 +0o3) (4

f f f f f f
byy =Cyy. bss =Css, bgg =Cgg-

La scrierea componentelor constantelor de
elasticitate Cj; =Cj; s-a utilizat nlocuirea unei

perechi de indici cu unul singur dupd regula lui
Voigt. In relatiile (2.2), (2.4) prin G este notat
modulul de forfecare la scard macroscopica, iar prin
K-modulul de compresiune, (K = oy / &).

Deoarece matricea (Cj;) este simetrica, intre

componentele bijf au loc urmatoarele relatii:

f Y i f
by, =byy +§(b11 - bzz)v
f f T f
by, = 3bg, —2by, +E(b11 - bzz), (2.5)

o1, ¢ f 1(f f)
byg =§[3b31 —3b3, ) b1 —byy )|
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Daca sunt cunoscute componentele locale in
sistemul cristalografic de coordonate, atunci din
relatia

Er(lrfn) = 5pnaqmggq , (2.6)

precizam valorile medii ale componentelor
deviatorului tensorului deformatie (in elemente de
structurd) in sistemul global de coordonate.

Mediul dezordonat, caracteristic majoritatii
materialelor utilizate Tn tehnica, se considera
statistic-omogen.

In acest caz la integrarea dupa factorul de
orientare 2 sunt valabile relatiile:

_ 1
<aikajq>g =§5ij5kq, (27)
<5ik51k5nk5mk>g =
1 (2.8)
=E(é‘ijé‘nm +06indjm +5im§jn)v
<§ikajk5nq§mq>n =
2 (2.9)

1
= Eaijanm _%(5in5jm +5im5jn )v

Mentionam cid in (2.7)-(2.9) nu se produce
sumarea dupa indicii k,q.

3. CAZURI PARTICULARE ALE
SISTEMULUI FUNDAMENTAL DE
ECUATII

in cele ce urmeazi vom pune in evidentd
proprietatile fundamentale ale sistemului de ecuatii
obtinut. Cu acest scop vom analiza cateva cazuri
particulare 1n baza carora se pot formula concluzii
privind prioritatile modelului examinat.

3.1. Materiale policristaline monofaze cu
retea cristalina hexagonala
Pentru acest tip de materiale, matricea bijf

este simetrica
f
bj =bij =bji, b11=b22, b13 =b23. (31)

Din (3.1), (2.2), (2.4), (1.14) si (1.16) stabilim
urmatorul sistem de ecuatii:

2b?,

K=bygg———=—
33 b11+b12+A

(3.2)

5 1 N
2G+A by —-bj,+A
bag +
N 33+ Ao —+
(b1 +b1a + A)bgg + Ag )- 2b75
1 1 1
+ + + ,
b44+A b55+A b66+A

(3.3)

A(2G + A)? 1 1

+ +
5 (b11=b12 +A)  (bgs +A)
1 1

+ + +
(bss + A (bas + A)

2
by + Ay
+ ]- (3.4)
[(bll + b1+ A)bza + Ap)- 2b123]

{A-

2
2 [ (26 + A)bys ]11-;/_
5 "\ by + bro + AYbss + Ag)- 207 126

_ 6blAy
(byy +byp + APK
_ o0y

= Extr,

=const.
thmdnm

Daca constantele de elasticitate Cj pentru

cristale sunt cunoscute, atunci din (2.4) precizdm
valorile numerice ale componentelor matricii (bij).

Deoarece pentru fiecare stare de
tensiune/deformatie ¥ este o marime constantd, din
sistemul (3.2)-(3.4) determinam valorile

parametrilor interni A, Ay modulul de forfecare G

si de compresiune K.

Din analiza sistemului mentionat, rezulta ca
pentru materiale polcristaline cu simetria retelei
cristaline mai joasa decat cea cubicd, parametrii de
macroelasticitate depind nu numai de constantele
microscopice  Cj;, dar si de starea de
tensiune/deformatie. Verificarea rezultatelor
teoretice s-a efectuat Tn baza datelor expreimentale
publicate in [9], pentru urmatoarele materiale
policristaline: Beriliu, Cobalt, Magneziu, Titan,
Zinc. Pentru materialele mentionate abaterea datelor
teoretice de la cele experimentale nu depaseste
marimea de 1%. In calitate de exemplu ne vom
referi la rezultatele obtinute pentru conglomeratul
Zinc; conform datelor experimentale [9] la
temperature T =298K materialul examinat are
urmatoarele valori  ale constantelor locale de
elasticitate

Cll = 1650, C12 = 310, C13 = 500,
MN

m?2

C33=620; Cyy =39.6-10°
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Rezultatele numerice obtinute pentru modulul
de forfecare G si modulul de compresiune K =§
sunt prezentate n fig. 3.1, a,b.
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K
G5y

T
Bl
G553

HA55
b) 4
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Figura 3.1 4

Din fig.3.1 rezulta cu claritate ca functiile
K=K(y) si G=G(y) sunt strict liniare. Datele

experimentale pentru K~ si G sunt publicate in
lucrarea [9] numai pentru solicitarea la Tntindere a
conglomeratului: G = 41.0-10° MN / m? |
K" =66.1-10°MN / m?

In baza valorilor parametrilor interni A, Ay si
de macroelasticitate G,K din (2.2), (2.3) calculam

starile de deformatie locale in functie de orientarea
sistemului cristalografic de coordonate.

3.2. Materiale policristaline polifazice cu
retea cristalina cubica

Pentru materiale polifazice cu simetria
retelelor cristaline nu mai joase decat cea cubica
(blf3 =K, =0, Kgg = Kgs =K 4f4) relatiile
fundamentale (1.14), (1.15), (1.16), (2.2), (2.3) se
descompun in doua sisteme independente:

T(*z[% bgfs!//f J[% f'.I/f fJ_l’

f=1b3f3+A0f f=1bg3+ Ay
N Aflk* —pf

<AA= Z AO f f33 Vi, K=K —AAO (35)
f=1 by +A

N f f
G = 5—2 2A + 3A v |x
Zilof +AT 2p) + AT
=1{ P11 44
-1
N
N Z f2 f3 ,
fzi( b + AT 2p,, + AT
S
AA—sAf[C*A f2f+ f3f_1f
% (b AT b+ A
G=1(c" - (3.6)
2

2
N N
1 .
4 ={24A+ Y ATy - ZAf(Af +G ) x
f=1 f=1

2 3

X > +
f f f f
(b11+A ) (2b44+A

1
— = Extr.

Din sistemul (3.5) determindm valorile
modulului de compresiune K si parametrii interni

AJ .47, iar din sistemul (3.6)-modulul de

forfecare G si parametrii interni Af JAA

Calculele caracteristicilor conglomeratului
sau efectuat pentru diferite materiale polifazice, cu
simetria cubici ale retelelor cristaline. In fig. 3.2 a,b
sunt prezentate respectiv rezultatele numerice
pentru  discordantele Ay i Ay, pentru

conglomeratele
a)
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Figura 3.2

Al-Fe (c}; =10,82;ct, =6,13;c34 = 2,85;c8; = 237;

6 N N (KA L e
G =24+ 3 Avi = 2 A N f]E‘ X2, _ 141502, =116; 10°MN/m?) si

Al-Cu (c}y = 16,84;¢f, = 12,14;c44 =7,54; 10*MN/m?)
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Valorile experimentale ale constantelor de
f

microelasticitate c.; corespund datelor publicate Tn

ij
[9].
Dependenta constantelor de
macroelasticitate K si G in functie de ponderea
fazelor w,, pentru cele douda conglomerate este

prezentata in fig.3.3 a,b.

N ni1n2?n=zndansné& N7 ns na 1

Vi1
R

Q2T
244
T.A
6.8

6_
5.2
4.4
3.6
2.8

2

fo.]°
*

} } } } ] } } } }
001 020304050607 08 05 1
V1

Figura 3.3.

In fig.3.3 prin K si G sunt notate valorile
modulului de compresiune si de forfecare pentru
conglomeratul Al-Fe, iar prin K* si G* - Al-Cu.
Valorile modulului de compresiune in fig.3.3 sunt
date in baza definitiei traditionale K = oy / 3¢y .

CONCLUZII

Din modelul structural rezultd ca fiecare
element de structura la scard microscopica provoaca
un efect masurabil la scard macroscopica. Pornind
de la relatiile stabilite intre cauza si efect, reusim in
baza experientilor la scard macroscopicd sa
formuldm concluzii in privinta microstructurii
materialului examinat.

Tn baza efectelor nelineare stabilite, se poate
afirma cad existd o echivalentd intre problema
directd, adicd deducerea ecuatiilor constitutive la
scara microscopica, §i problema inversd, descifrarea
caracteristicilor termomecamice la scara
microscopicd din macroexperientd. Existenta
solutiei inverse are mare importantd practicd si

stiintificd. Deoarece eclementele de structura in
conglomerat isi modificd unele proprietati, directia
de cunoastere de la micro la macro mai ales in
procesele reversibile, conduce la unele erori
inevitabile la descrierea comportarii
conglomeratului. Aceasta constatare ramine valabila
si in problema inversd, deoarece nu toate detaliile
elementelor de structurda pot fi precizate din
macroexperienta. Astfel, procesul de cunoastere
devine mai complet daca studiul se va efectua in
amble directii.
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