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ORDONAREA LUCRARILOR MONOTONE
IN PROBLEMA Mxn BELLMAN-JOHNSON

Prof. univ. dr. hab. Ion BOLUN, ASEM

Bellman-Johnson’s Mxn scheduling problem with monotone (no decreasing, constant or no
increasing) jobs is investigated. Rules for optimal ordering of monotone jobs in the schedule, which
contain no monotone jobs too, are proposed. Partial ordering of jobs permits to reduce the volume
of calculus and often to improve the quasi optimal schedules. If all n jobs are monotone, particular
cases are defined and rules for optimal schedules are proposed

1. Introducere

Problema Mxn Bellman-Johnson de ordonare a
lucrarilor in sisteme secventiale [3], la care se reduce
optimizarea diverselor procese tehnologice, nu este
inca solutionatd. Sunt obtinute solutii doar pentru
unele cazuri particulare si propusi algoritmi de
solutionare cuazioptima a problemei generale.
Astfel, sunt solutionate: problema 2xn [1], patru
cazuri particulare pentru problema 3xn [1, 6], un caz
particular pentru problema 4xn [6] si cateva cazuri
particulare pentru problema Mxn [2, 4, 6]; algoritmi
cuazioptimi sunt propusi, de exemplu, in [2, 3, 6, 8].

In aceastd lucrare se cerceteazd unele cazuri
particulare ale problemei Mxn, ce tin de ordonarea
partiala sau totala a lucrdrilor monotone
(nedescrescatoare, constante sau necrescatoare).

2. Consideratii preliminare

Problema Mxn Bellman-Johnson constda in
urmatoarele: Fie un sistem secvential din M unitati de
prelucrare (servoare) ce executa n lucrdri. Fiecare
lucrare se executd, consecutiv, la unitatile 1, 2, 3,..., M.
In cadrul fiecdreia din servoare nu se admit intreruperi
de executie a fiecdreia din lucrdri. Ordinea executiei
lucrdrilor este aceeasi pentru toate servoarele
sistemului. Fiecare servor, in orice moment de timp,
poate fi ocupat cu executarea doar a unei singure
lucrdri si incepe urmdtoarea lucrare ce asteaptd
imediat dupa incheierea lucrarii precedente. Se cere
determinarea ordinii, ce ar asigura durata minima T de
executie a tuturor n lucrdri:

M u;
T=T(R)= max 7. |— min M
( ) l<ul<uz<...<uw|<n[;k; ﬂ*'] ’
=y
T . c
unde /' este durata executiei lucrarii i,

amplasate in ordonarea R pe locul k, de catre
servorul j si, de asemenea, up =1, uy=n.

In unele cazuri se folosesc si alte criterii de
optimizare, de exemplu [2], durata medie tn.s de
executie a unei lucrdri. Folosirea criteriului ty.s este
mai complexa comparativ cu cea a criteriului (1).

Conform rezultatelor privind ordonarea lucra-
rilor, se va apela indeosebi la consecinta 3 din
articolul [6], care in aceasta lucrare este descrisa ca
afirmatia 1, dar fara demonstratie.

Afirmatia 1 [6]. Fie cd pentru oarecare doud
lucrari asi fdin cele nau loc relatiile
Ty)i=LM-1. (2

Totodata, in cazul ca pentru un oarecare vel2,
M] are loc inegalitatea

T, <Ty 3)

si pentru un oarecare ke[2, v-1]
egalitatea

min(z,,;7;,, ;) <min(z

J j+la»

are loc

Tka = Tip, (4)
atunci are loc si inegalitatea

Tra 2 z-k—l,oc- (5)

in asemenea conditii, la plasarea acestor lucrari
alaturi in orar este oportun, in sensul (1), ca a — £.

Folosirea conditiilor (2)-(5) pentru ordonarea
generald a lucrdrilor este intemeiatd doar daca
acestea sunt tranzitive. In articolul [6], aceastd
tranzitivitate este acceptata in baza extinderii
tranzitivitatii similare privind conditia (2) pentru
problema 2xn demonstrate in [1] si descrise, de
asemenea, in [2, 3]. In afirmatia 2, ce urmeaza mai
jos, tranzitivitatea conditiilor (2) este demonstrata si,
totodata, intr-un mod diferit de cel folosit in [2, 3].

Afirmatia 2. Conditiile (2) sunt tranzitive, adica
daca au loc relatiile (2) si relatiile
t,),j=LM-1, (6)

min(z ) < min(z

2Ty LB
atunci au loc si relatiile
min(z,,;7,,,,) <min(z,, 7, ), j=1LM ~1. (7)
Demonstratie. In baza inegalitatilor (2) si (6),
obtinem
MiN(7,, 57,537, 537 0,) < ®)
Smin(z,,, ,57,537457,),J =LM —1.

Deoarece termenii Tjﬁ $iT; +1, /4 sunt atat

in partea dreaptad, cat si in cea stanga a inegalitatilor
(8), acestia pot fi exclusi din partea dreaptd. De

asemenea, in baza (2) termenul Tjﬂ nu poate fi

mai mic decat Tja si Tj+1,ﬂ, deci nu poate fi
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unicul cel mai mic termen al partii stangi a
inegalitatilor (8) si poate fi eliminat din partea stanga
a relatiilor (8). In mod similar, in baza (6) termenul

T ;41,5 nu poate fi mai mic decat 7,5 i T, ,,

deci nu poate fi unicul cel mai mic termen al partii
stangi a inegalitatilor (8) si poate fi eliminat din
partea stanga a relatiilor (8). Astfel, inegalitatile (8) se
reduc la relatiile (7), ceea ce si se cerea de
demonstrat. Rationamentele similare sunt si mai
simple in cazul in care inegalitatile (2), (6) si (7) sunt
stricte.

In cele ce urmeaza prin Q ={1, 2,3, .., n}seva
nota multimea tuturor lucrarilor ce se executa in
sistem; se vor folosi, de asemenea, si definitiile
privind lucrdrile monotone:

1. Se numesc nedescrescdtoare (de tip A) acele
din n lucrari pentru care au loc relatiile

ied,j=1,M—-1, (9

aici A este multimea tuturor
nedescrescatoare din cele n lucrari.

2. Se numesc necrescdtoare (de tip E) acele din n
lucrari pentru care au loc relatiile

27,,,,l€E, j=1LM-1,

aici E este multimea
necrescatoare din cele n lucrari.

3. Se numesc constante (de tip C) acele din n
lucrdri pentru care au loc relatiile:

T, =ri,ieC,j=1,_M, (11

aici C este multimea tuturor lucrdrilor constante
din cele n lucrdri. Din relatiile (9) — (11) se poate usor
observa ca

CcACCE. (12)

3. Ordonarea lucrarilor constante,
screscatoare sau necrescatoare

Se cerceteaza cazurile in care toate sau o parte
din cele n lucrari, in problema Mxn, apartin
multimilor A si E, din care pot fi evidentiate aparte, la
necesitate, lucrarile multimii C. Demonstratia
afirmatiilor si consecintelor din aceasta sectiune
privind ordonarea lucrdrilor plasate alaturi in orar
este efectuatd, de obicei, in baza confirmarii
satisfacerii conditiilor (2)-(5) ale afirmatiei 1. Conform
descrierii, conditiile (3)-(5) se satisfac atunci cand
pentru domeniul de definitie conturat de relatiile (3)
si (4) are loc relatia (5); daca domeniul de definitie in
cauza este vid, atunci nu se cere indeplinirea relatiei
(5) si se considera ca conditiile (3)-(5) se satisfac.

Afirmatia 3. La @ € A, conditiile (3)-(5) se
satisfac.

Demonstratie. Satisfacerea conditiei (5) pentru
orice k=1,M -1 se confirmd de relatile (9),
caracteristice prin definitia lucrdrilor ce apartin
multimii A si care cuprind si conditia (5). Astfel, la
a € A, indiferent dacd domeniul de definitie

conturat de relatiile (3) si (4) este vid sau nu, conditiile
(3)-(5) se satisfac, ceea ce si se cerea de demonstrat.

Ti ST

lucrarilor

T2 (10)

tuturor lucrarilor

nede-
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Consecinta 1. La & € A, conditiile (2)-(5) sunt
tranzitive.

Demonstratie. Tranzitivitatea conditiilor (2) nu
depinde de tipul lucrdrilor si este argumentatd in
afirmatia 2. In ce priveste conditile (3)-(5),
tranzitivitatea acestora la & € A rezulta direct din
afirmatia 3, deoarece indiferent cu care tip de lucrare
se compara o lucrare de tip A conditiile (3)-(5) se
satisfac. Deci, daca conditiile (3)-(5) au loc pentru
perechea de lucrdri {a, f} la a —f si, de asemenea,
pentru perechea de lucrari {£, y} la f— y, atunci ele
au loc si pentru perechea de lucrari {e, y} la a — vy,
ceea ce si se cerea de demonstrat.

Afirmatia 4. Daca

Tio =TinasTip =Tjp>J =8u, (13)
atunci submultimea conditiillor (2) pentru
lucrdrile a si B pe fragmentul de servoare [s; u] se
satisface.

Demonstratie. Submultimea conditiilor (2) pe
fragmentul de servoare [s; u] este

min(z,,;7;, ;) SMIn(z;,, ,;7,,),j =s,u. (14)

Totodata, in baza egalitatilor (13), au loc relatiile

min(z ,,;7;,, ,) =min(z ,, ,;7,5),j = s,u, (15)
care satisfac conditiile (14), ceea ce si se cerea de
demonstrat.

Afirmatia 5.FieL=i,,i,,., si Lc C,atuncinu
conteaza, in sensul (1), plasarea reciproca a lucrdrilor
submultimii L in orar pe locurile 7,/ + r —1 - aceasta
poate fi arbitrara.

Demonstratie. Fie doua lucrari ¢ € L si Lel

plasate aldturi in orar. Decarece @ € L < C i,

totodats, conform (12) C < A, deci & € A siin
baza afirmatiei 5 conditiile (3)-(5) se satisfac. De
asemenea, au loc in forma de egalitati si conditiile
(2), deoarece prin definitie (vezi (11)) pentru lucrdrile

multimii C au loc egalitatile: iy =Tiag>J =LM -1

st 7., =1,,4,J=1,M~—1; aceasta semnifica lipsa

de preferinte, in sensul (1), intre lucrarile a si B la
plasarea acestora alaturi in orar.

in acelasi timp, la & € A, conform consecintei
1, conditiile (2)-(5) ale afirmatiei 1 sunt tranzitive;
deci nu conteazd, in sensul (1), ordinea lucrarilor a si
B la plasarea acestora oriunde in orar pe locurile

[,] +r—1, ceea ce si se cerea de demonstrat.

Consecinta 2. Daca C = (), atunci nu conteazad, in
sensul (1), plasarea reciproca a tuturor lucrarilor in
orar — aceasta poate fi arbitrara.

Veridicitatea consecintei 2 rezulta direct din
afirmatia 5 la /| = 1 si r = n. Mentiondm ca
demonstratia pentru cazul C = Q poate fi efectuata si
in baza folosirii conditiei suficiente de amplasare
reciproca optima in orar a oricaror doua lucrari -
inegalitatile (22) din [6].

Afirmatia 6. La C = Q durata T de executie a
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celor nlucrari se calculeaza ca

n
T=(M—1)rir_11217xz'l.+Zri. (16)
o i=1
Demonstratie. Deoarece in baza consecintei 2
valoarea lui T nu depinde de amplasarea celor n
lucrari in orar, sa cercetam orarul in care lucrarile

sunt plasate in ordinea cresterii duratei de executie 7;

pentru j = 1,_;4 , adica:

(17)
Pentru un asemenea orar, fiecare din cele n

lucrari, dupad inceperea executiei, se prelucreaza fara

intreruperi de asteptare a eliberdrii servoarelor
j=2,M . De aceea, incheierea executiei lucrarii i) are

loc dupa intervalul de timp de la inceperea executiei
primei lucrdri 7' ce se calculeaza ca
1

r, <7, J/=Ln-L

/ N
T;'/ = (M_I)Ti, +Zrik, [=1n. (18)
k=1

Este usor sa observam ca formula (18) la/=nse
transforma, luand in consideratie relatiile (17), in
formula (16), ceea ce si se cerea de demonstrat.

Pentru cazul C = Q este usor sa determinam
orarul optim la folosirea ca criteriu de optimizare a
duratei medii de incheiere a executiei unei lucrari.
Solutia respectiva este data de afirmatia 7.

Afirmatia 7. La C = Q, orarul optim, din punctul
de vedere al duratei medii tn.s de incheiere a
executiei unei lucrari, se obtine conform regulii: a<f3

(in caz de egalitate poate fi si f<a), daca
T < 7, (19)

Demonstratie. Luand in consideratie expresia
(18) pentru durata de incheiere a executiei unei
lucrari, valoarea t.q se determina ca

by =31, =1Z{(M ~Dr, + Zr,,} (20)
noo nio k=1
sau

t,,m,:birl +l[(n—a+1)r, +(n=p+1), +i Zr:r‘ }:
L &hty 2 , .

=1 k=lk=ak=p

:S+U+l[(n—a+l)r,. +(n—ﬁ+l)ri/],unde
n a i
M-I ; 1<

i 3! szz irl} )

P N ol k=Lkza k=p

Fie a=B-r, r>0, a;=a, B=B, a,=B si B.=a. Este

oportun, in sensul min{tn.s, ca lucrarea i, sa
preceada lucrarii ig, daca

tmed (al > ﬂl ) < tmed (aZ Dﬂz)

sau, luand in consideratie (21),

(21)

(22)

S+U+l[(n—al+1)r,w+(n—/?|+l)rlﬁ:|5 (23)

1
SS+U+;|:(I1—012 +1)T”X +(n—,82+1)‘r,”} .

Din (23), dupa reducerea termenilor S si U si
inmultirea ambelor parti cu n, obtinem

(n—e +1)T,u +(n-4 +1)z'iﬂ < (24)

S(n—az-!—l)z'ia +(n—ﬂ2+l)rlﬂ
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sau
(0!2 -a )Tia S(151 -5 )Tiﬂ’ (25)
de unde, tinand cont ca a,-a;=0B,-f:=r, obtinem
inegalitatea evident tranzitiva (19), ceea ce si se
cerea de demonstrat.
Consecinta 3. La C = Q si orar optim, in sensul

min{tmes}, durata Tiz a incheierii executiei lucrdrii i; se

calculeaza conform expresiei (18), iar durata medie
tmed de incheiere a executiei unei lucrari se calculeaza
conform expresiei (20).

Afirmatia 8. La plasarea lucrdrilor e 4 si
LeE alaturi in orar este oportun, in sensul (1), ca

a—>f.
Demonstratie. Deoarece a € A, in baza
afirmatiei 3, conditiile (3)-(5) se satisfac. De

asemenea, tinand cont de relatile (9), au loc
inegalitétile 7, <7, ,j=1M -1, iar in baza
(10) au
Ting STigJ= 1, M —1; deci pentru lucrdrile a si

relatiilor loc inegalitatile

se satisfac si conditiile (2). Astfel, conditiile (2)-(5) se
indestuleaza, ceea ce si se cerea de demonstrat.
Afirmatia 9. Fie L=i,,i,, , Lc(AUVE)cQ,
atunci replasarea in orar a submultimilor de lucrari
de diferite categorii din L pe locurile [,/ +r—1 este
oportuna, in sensul (1), conform ordinii:
LN(A\C)—™ LNnC — LN (E\C) (26)

sau
LNA—LAENC) (27)
sau
Ln(A\C)™ LNE. (28)
Demonstratie. Fie ae(LMA) si

pe(LNE). In cadrul argumentarii afirmatiei 8,

tinand cont cd (LN A)c 4 §i (LNE)C E, este
aratat ca conditiile (2)-(5) pentru asemenea perechi
de lucrari a si B se satisfac. Totodatd, deoarece

a € A,in baza consecintei 1, conditiile (2)-(5) sunt
tranzitive. Astfel, este oportun, in sensul (1), ca
a — B in cadrul intervalului de locuri [/; [+r-1] ale

orarului. De aici, luand 1in consideratie ca
LNA\NC) (LA si (LN(ENC)c(LNE),
rezultd oportunitatea ordonarii submultimilor de
lucrari de categorile LMA si LN(E\C) in
ordinea (27), adicda o — B unde ae(LNA4} si
Be(LN(E\NC)), precum si a submultimilor de
lucrdri de categoriile Lm(A\C) si LMNE in
ordinea (28), adicd a — B, unde ¢ e (LN (A\C))
si fe(LNE).

Sa cercetam cazul (26). in ce priveste ordonarea
submultimilor de lucrari de categoriile L m(A\C)

si LN C inordinea LN (4\C) — LNC, adica
a—>fB unde ae(LN(4A\C)) si Be(LnC),
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conditiile (3)-(5) se satisfac in baza afirmatiei 3 si
luand in consideratie cd @ € (LN (A\C)) < A.Au
loc, de asemenea, si conditiile (2), deoarece in baza
(9) au loc inegalitdtile 7, <z, ,j=1,M —1,iarin

baza (11) - egalitatile 7, ,=7,,/j=LM-1.
Astfel,  conditile (2)-(5) pentru ordonarea
LN (A\C) — L~ seindestuleaza.

Sa demonstram ca conditile (2)-(5) se
indestuleaza si pentru ordonarea submultimilor de

lucrari de categorile LNC si LN(E\C)in
ordinea LNC — LN (E\C).Fie a e (LNC) si

Be(LN(E\C)). Deoarece x e (LNC)c 4,

in baza afirmatiei 3 conditiile (3)-(5) se satisfac. Au
loc, de asemenea, si conditiile (2), deoarece in baza

an z,=7,,,j=L,M-1, iar in baza (10)

Tingp < Tjﬁ,j =1,M —1. Astfel, conditiile (2)-(5)

pentru ordonarea LNC — LN(E\C) se
indestuleaza.

Imbinand cazurile L N (4\C) - LNC

si LNC— LN (E\C) si tinand cont,

conform consecintei 1, de tranzitivitatea

conditiilor (2)-(5) la & € A, veridicitatea cazului

(26) este demonstrata. 3a-
Consecinta 4.Lla AU E = Q) este oportuna,

in sensul (1), plasarea in orar a submultimilor de

lucrari de diferite categorii conform ordinii: 1) A\C

— C—E\Csau2) A— E\C,sau 3) A\C— E. 2a7]
Veridicitatea consecintei 4 rezulta direct din

afirmatia 9 la L=(4AUFE)=Q, deoarece

LNA=A4, LnC=C, LNE=E, a<
LN (A\C)=A\CsiLA(E\C)=E\C.

Mentionam ca consecinta 4 este o
generalizare pentru problema de ordonare Mxn a

Ji

A

satisfac conditiile (29), in cazul unei lucrari concrete
a de tip A, este grafic prezentat in figura 1.

Consecinta 5. Pentru ca o lucrare @ € A sa fie
preferabild, in sensul (1), fatd de o oarecare lucrare §,
la plasarea acestora alaturi in orar, este suficient ca

,B € FE sausa se satisfaca conditiile (29).

Veridicitatea consecintei 5 se confirma imbinand
afirmatiile 95i 11.

Consecinta 6. Fie L=1,,i,, , LC A ;i

pentru orice pereche de lucrari a si 8 din L au loc
relatiile (29), atunci replasarea in orar a lucrdrilor

submultimii L pe locurile [,/ +r —1 este oportung,
in sensul (1), conform regulii: @ — [, daca au loc
relatiile

Tiy STip. (30)

Demonstratie. Este evident ca, daca se satisfac
conditiile (29), atunci se satisfac si inegalitatile (30).
in baza afirmatiei 11, daca au loc inegalitatile (29),
este oportun, in sensul (1), de plasat lucrarile a si 8

Domeniul de definitie pentru lucrarile nepreferabile

fata de o lucrare concreta 2]
ae i

Lucrarea o € 4

>

algoritmilor A, si As referitoare la problema de
ordonare 2xn din articolul [5].

Afirmatia 10. Daca @ € 4 s
Ty ST, j=1,M-1, (29)
atunci la plasarea lucrarilor a si 8 alaturi in orar
este oportun, in sensul (1), ca a& = ﬂ

Demonstratie.La ¢ € A, conform

afirmatiei 4, conditiile (3)-(5) se satisfac. In ce
priveste conditiile (2), la ¢ € A sitinand cont de
relatiile (9) si (29) acestea au loc de asemenea,

deoarece: 7, 27,,,j=1,M —1 inbaza
relatiilor (9) si Ty 2T, j=1L,M~1- relatiile (29),
deci min(7,,,,37,,)27,,,j=1LM -1 Astfel,

conditiile (2)-(5) se indestuleaza, ceea ce si se cerea
de demonstrat.
Domeniul de definitie pentru lucrarile de tip 8 ce

T T T T hd

0 1 2 e M-2 M-1 M

Figura 1. Domeniul de definitie pentru lucrdrile nepreferabile

(B) fatd de o lucrare concretd o € A, a0 — fB

alaturi in orar astfel ca o — . Totodatd, este usor

de observat ca conditiile (29) sunt tranzitive, deci la
plasarea lucrarilor a si 8 oriunde in orar in cadrul
intervalului [/; [+r-1] este oportun, in sensul (1), ca
a — 3, ceea ce si se cerea de demonstrat.
Mentionam ca regula (30) coincide cu cea pro-
pusa in [5] pentru problema 2xn la lucrarile de tip A.

Afirmatia 11.Dacd [ € E si

z-‘Jrl,oc ZTjJrl,ﬂ’j:laM_lr (31)

J
atunci la plasarea lucrdrilor a si 8 alaturi in orar
este oportun, in sensul (1),ca ¢ —> .
Demonstratie. Tn baza inegalitatilor (31), se poate
constata ca domeniul de definitie conturat de
relatiile (3) si (4) este vid, deci conditiile (3)-(5) se
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satisfac. In ce priveste conditiile (2), la PeE si
tinand cont de relatiile (10) si (31), acestea au loc de
asemenea, deoarece: Ti5 2T pJ = LM —1 in

baza relatiilor (10) si 7, , >7,,,,/=1LM -1 -
relatiile (31), de unde:

min(z ,, ,57,5) 27, 4,) =LM —1.

Astfel, conditiile (2)-(5) se indestuleaza, ceea ce
si se cerea de demonstrat.

Domeniul de definitie pentru lucrarile de tip a ce
satisfac conditiile (31), in cazul unei lucrdri concrete
B de tip E, este grafic prezentat in figura 2.

Consecinta 7. Pentru ca o lucrare fe E sd nu
fie preferabild, in sensul (1), fatda de o oarecare
lucrare q, la plasarea acestora alaturi in orar, este
suficient ca @ € 4 sau sd se satisfaca conditiile (31).

Veridicitatea consecintei 7 se confirmd imbinand
afirmatiile 8 5i 11.

Consecinta 8. Fie L= il,iHF1 ,L c E sipentru
orice pereche de lucrdri a si 8 din L au loc relatiile
(31), atunci replasarea in orar a lucrarilor submultimii
L pe locurile [,/ +r —1 este oportuna, in sensul (1),
conform regulii: @ — £, daca are loc relatia

Trta = Tagp- (32)
Demonstratie. Este evident cd, daca se satisfac
conditiile (31), atunci se satisfac si inegalitatile (32).
In baza afirmatiei 11, dacd au loc inegalitatile (31),
este oportun, in sensul (1), de plasat lucrarile a si
alaturi in orar astfel ca a@ — ﬂ . Totodata, este usor

de observat ca conditiile (31) sunt tranzitive, deci la
plasarea lucrarilor a si 8 oriunde in orar in cadrul
intervalului [/; [+r-1] este oportun, in sensul (1), ca

a — [3, ceea ce si se cerea de demonstrat.

Mentionam ca regula (32) coincide cu cea
propusa in [5] pentru problema 2xn la lucrari de
tip E.

Consecinta 9. Fie L=1,,i,,, ,, LC(AUE)cQ
si pentru orice pereche de lucrdri din submultimea
LU A se satisfac conditiile (29), iar pentru orice

pereche de lucrari din submultimea LUE se
satisfac conditiile (31), atunci este oportung, in

sensul (1), replasarea in orar pe locurile [,/ +r—1 a
submultimilor de lucrari de categoriile L N (A4\C),
LNC si LN (E\C)conform (26), iar a lucrarilor
LNn(4A\C) - (30), a

lucrdrilor submultimii LnC _ in mod arbitrar, iar a
lucrarilor submultimii L N (£ \ C) - conform (32).

Justetea consecintei se confirmd direct din
imbinarea afirmatiei 5 si a consecintelor 4, 6 si 8.

Afirmatia 12. Daca C = Q, atunci, in caz general,
plasarea reciproca a lucrarilor constante in orar
conteaza, in sensul (1).

submultimii conform

Demonstratie. Fie A = Q, (0(, ﬂ) € C'sipentru
orice pereche de lucrari din A se satisfac conditiile
(29) in forma de inegalitati stricte. De asemenea, fie
ca lucrarile a si B, fiind ordonate ca lucrdri ale
multimii A, sunt plasate in orarul optim in
conformitate cu inegalitatile (30) pe locurile / si [+r-1,

r > 0, deci T, = Ti, < Tﬁ = Ti,“,l , iar orarului

obtinut ii corespunde valoarea criteriului (1) egala cu
T;. La schimbarea cu locul in acest orar doar a
lucrdrilor a si B, conditiile de optim (30) nu se vor

satisface, deoarece Tﬂ = Ti, > T, = Til+r—1 side
aceea se poate intdmpla ca noului orar sa-i
corespunda o valoare a criteriului (1) egala cu > T,
ceea ce si se cerea de demonstrat.

In contextul afirmatiei 13, pot prezenta interes si
urmétoarele sugestii. Fie AUV E =Q, (a, ) e C
si pentru orice pereche de lucrari din A se satisfac

conditiile (29), iar pentru orice pereche de lucrari din
E se satisfac conditiile (31). Totodats, in baza (12), au

loc relatiile: C < A4 si Cc B .1n asemenea conditii,
daca lucrarile a si B se ordoneaza ca lucrari ale
multimii A, atunci se aplica regula (30), iar daca
acestea se ordoneaza ca lucrdri ale multimii B, atunci
se aplica regula (32), care difera de (30) si de aceea
poate conduce la o alta solutie, desi cu aceeasi
valoare a criteriului T.
Tabelul 1
Caracteristicile 7, j =14,/ =14 alelucrarilor

pentru exemplul 1
Servoarele Lucririle i = L4
j=14 1 2 3 4
1 2 3 4 5
2 2 3 4 5
3 2 4 2 5

Exemplul 1. Fie un sistem din patru servoare ce
executa patru lucrari cu caracteristicile prezentate in
tabelul 1. Toate cele patru lucrdri sunt de tip A.
Orarul optim conform (30) se obtine la ordonarea

lucrarilor in ordinea cresterii lui i =1,4, iar T, = 29
unitati. Constante (de tip C) sunt prima si a patra
lucrare. Daca in orarul optim schimbam cu locul doar
cele doua lucrari constante, pentru noul orar durata
sumard de executie a lucrarilor va fi T, = 31 unitati.

5. Concluzii

Pentru problema Mxn Bellman-Johnson, sunt
obtinute reguli de ordonare a lucrarilor
nedescrescatoare, constante si necrescdtoare la
plasarea acestora alaturi in orarul ce poate contine si
lucrari de alte categorii. Ordonarea partiala a
lucrarilor permite reducerea calculelor, iar uneori si
imbunatatirea solutiilor la determinarea orarelor
cuazioptime. Pentru sistemul cu toate lucrarile
monotone, sunt elucidate cazuri si propuse reguli de
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ordonare optima, in sensul minimumului duratei lucrarilor constante pentru problema Mxn, la
sumare de prelucrare a tuturor lucrarilor. Este folosirea ca criteriu de optimizare a duratei medii de
solutionata, de asemenea, problema ordondrii incheiere a executiei uneilucrari.
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